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Troch↪e definicji

Problem

Problem

Czy każda algebra modowa jest podreduktem pó lmodu lu nad
przemiennym pó lpieŕscieniem?

Problem II

Które algebry entropiczne s ↪a podreduktami (pó l)modu lów nad
przemiennymi (pó l)pieŕscieniami?
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Co wiedzielísmy

Twierdzenie (Ježek ’79)

Każda algebra bez sta lych jest podreduktem pó lmodu lu.

Twierdzenie (Ježek i Kepka ’81)

Niech (A, ·) b ↪edzie grupoidem entropicznym takim, że A · A = A.
Wtedy istniej ↪a przemienny monoid (M, +, 0) i dwa jego
automorfizmy f , g takie, że

1 G ⊆ M,

2 f ◦ g = g ◦ f ,

3 dla dowolnych a, b ∈ A mamy a · b = f (a) + g(b).

Twierdzenie (Romanowska i Smith ’01)

Każda skracalna algebra modowa jest podreduktem modu lu nad
przemiennym pieŕscieniem.
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Algebry entropiczne

Algebra (A, Ω) jest entropiczna, jeśli spe lnia wszystkie równości

µ(ν(x1
1 , . . . , x1

n ), . . . , ν(xm
1 , . . . , xm

n ))
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n , . . . , xm

n ))
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Przyk lady algebr entropicznych

1 Grupy abelowe

2 Modu ly nad przemiennymi pieŕscieniami

3 Pó lkraty

4 Pó lmodu ly nad przemiennymi pó lpieŕscieniami

5 Algebry barycentryczne

6 Przestrzenie afiniczne

Pó lkraty, algebry barycentryczne i przestrzenie afiniczne spe lniaj ↪a
równości

ω(x , . . . , x) = x ,

czyli s ↪a algebrami modowymi.
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Pó lkraty, algebry barycentryczne i przestrzenie afiniczne spe lniaj ↪a
równości

ω(x , . . . , x) = x ,

czyli s ↪a algebrami modowymi.

Micha l Stronkowski O Zanurzeniach Algebr Entropicznych



Wst↪ep
Wyniki

Problemy i znane wyniki
Troch↪e definicji

Przyk lady algebr entropicznych

1 Grupy abelowe

2 Modu ly nad przemiennymi pieŕscieniami
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Równości Szendrei

Wszystkie wymienione algebry spe lniaj ↪a równości Szendrei

ω(ω(x1
1 , . . . , x1

n ), . . . , ω(xn
1 , . . . , xn

n ))

≈ ω(ω(π(x1
1 ), . . . , π(x1

n )), . . . , ω(π(xn
1 ), . . . , π(xn

n ))),

gdzie π jest transpozycj ↪a pewnej ustalonej pary zmiennych x i
j i x j

i .
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Podredukty pó lmodu lów

1 Pó lpieŕscień to pieŕscień bez odejmowania
Przyk lad: Zbiór End(M, +, 0) endomorfizmów monoidu przemiennego

(M, +, 0).

2 Pó lmodu l to modu l bez odejmowania
Przyk lad: (M, +, 0,S), gdzie (M, +, 0) jest przemiennym monoidem, a

S jest podpó lpieŕscieniem End(M, +, 0).

3 Redukt pó lmodu lu (M, +, 0,S) to algebra (M, Ω), gdzie

ω(x1, . . . , xn) = sω
1 x1 + · · ·+ sω

n xn

dla ω ∈ Ω i sω
i ∈ S .

4 Podredukt to podalgebra reduktu
Przyk lady: Wszystkie wymienione algebry entropiczne s ↪a podreduktami

pó lmodu lów nad przemiennymi pó lmodu lami.
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3 Redukt pó lmodu lu (M, +, 0,S) to algebra (M, Ω), gdzie

ω(x1, . . . , xn) = sω
1 x1 + · · ·+ sω

n xn

dla ω ∈ Ω i sω
i ∈ S .

4 Podredukt to podalgebra reduktu
Przyk lady: Wszystkie wymienione algebry entropiczne s ↪a podreduktami
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3 Redukt pó lmodu lu (M, +, 0,S) to algebra (M, Ω), gdzie

ω(x1, . . . , xn) = sω
1 x1 + · · ·+ sω

n xn

dla ω ∈ Ω i sω
i ∈ S .

4 Podredukt to podalgebra reduktu
Przyk lady: Wszystkie wymienione algebry entropiczne s ↪a podreduktami
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Podredukty pó lmodu lów
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Rezultaty negatywne
Rezultaty pozytywne

Nie-Szendreiowskie algebry modowe

Twierdzenie

Istniej ↪a algebry modowe nie spe lniaj ↪ace równości Szendrei.

Dowód pierwszy.

1 Jeśli algebry modowe spe lniaj ↪a równość t ≈ s, to istnieje
dowód tej równości o pewnej szczególnej postaci.

2 Nie istnieje taki dowód równości Szendrei dla opreacji ω
o arności wi ↪ekszej niż dwa.

Dowód drugi (D. Stanovský).

Konstrukcja skończonego kontrprzyk ladu.
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dowód tej równości o pewnej szczególnej postaci.
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Nie-Szendreiowskie algebry modowe II

Fakt

Podredukty pó lmodu lów nad przemiennymi pó lpieŕscieniami
spe lniaj ↪a równości Szendrei.

Wniosek

Nie każda algebra modowa jest podreduktem pó lmodu lu nad
przemiennym pó lpieŕscieniem.
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Podredukty pó lmodu lów nad przemiennymi pó lpieŕscieniami
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Podredukty pó lmodu lów

Twierdzenie

Niech (A, Ω) b ↪edzie algebr ↪a entropiczn ↪a bez sta lych tak ↪a, że

1 równości Szendrei s ↪a w niej spe lnione,

2 każda operacja nieunarna ω : An → A jest suriektywna.

Wtedy (A, Ω) jest podreduktem pó lmodu lu nad przemiennym
pó lpieŕscieniem.

Wniosek

Algebra modowa jest podreduktem pó lmodu lu nad przemiennym
pó lpieŕscieniem wtedy i tylko wtedy, gdy spe lnia równości Szendrei.
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Podredukty pó lmodu lów II

Dowód.

1 Niech S = N[X1, . . . ,Xn]. Pó lmodu lowi (A, +, 0,S)
przyporz ↪adkujemy algebr ↪e entropiczn ↪a K (A, +, 0,S) = (A, ω),
gdzie

ω(a1, . . . , an) = X1a1 + · · ·+ Xnan.

2 Algebrze entropicznej (A, ω) przyporz ↪adkujemy pó lmodu l
G (A, ω) = (FS(A), +, 0,S)/Θ, gdzie

1 (FS(A), +, 0,S) jest wolnym S-pó lmodu lem generowanym
przez zbiór A,

2 Θ jest kongruencj ↪a generowan ↪a przez pary
(ω(a1, . . . , an),X1a1 + · · ·+ Xnan).

3 G jest funktorem lewosprz ↪eżonym do K.

4 Θ oddziela elementy z A.
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4 Θ oddziela elementy z A.

Micha l Stronkowski O Zanurzeniach Algebr Entropicznych



Wst↪ep
Wyniki

Rezultaty negatywne
Rezultaty pozytywne
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Algebry skracalne

Prawo skracalności

ω(x1, . . . , y , . . . , xn) ≈ ω(x1, . . . , z , . . . , xn) −→ y ≈ z

Algebry skracalne:

1 (Quasi)Grupy,

2 (R∗, ·), gdzie R jest dziedzin ↪a ca lkowitości,

3 Niech M b ↪edzie R-modu lem oraz
r1, . . . , rn ∈ R −

⋃
m∈M Ann(m). Jeśli

ω(m1, . . . ,mn) = r1m1 + . . . + rnmn,

to algebra (M, ω) jest skracalna.
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ω(m1, . . . ,mn) = r1m1 + . . . + rnmn,

to algebra (M, ω) jest skracalna.

Micha l Stronkowski O Zanurzeniach Algebr Entropicznych



Wst↪ep
Wyniki

Rezultaty negatywne
Rezultaty pozytywne

Algebry skracalne

Prawo skracalności

ω(x1, . . . , y , . . . , xn) ≈ ω(x1, . . . , z , . . . , xn) −→ y ≈ z

Algebry skracalne:

1 (Quasi)Grupy,

2 (R∗, ·), gdzie R jest dziedzin ↪a ca lkowitości,

3 Niech M b ↪edzie R-modu lem oraz
r1, . . . , rn ∈ R −

⋃
m∈M Ann(m). Jeśli
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Poliquasigrupy

W algebrze (A, Ω) mamy dzielenie, jeśli dla dowolnej n-arnej
operacji ω ∈ Ω oraz 0 < i ≤ n zachodzi

∀x1, . . . , xi−1, y , xi+1, . . . , xn ∃x
ω(x1, . . . , xi−1, x , xi+1, . . . , xn) = y .

Poliquasigrupa to skracalna algebra z dzieleniem.

Twierdzenie

Każda skracalna algebra entropiczna zanurza si ↪e w entropiczn ↪a
poliquasigrup ↪e.
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Podredukty modu lów

Twierdzenie

Każda skracalna algebra entropiczna jest podreduktem modu lu nad
przemiennym pieŕscieniem.

Dowód.

1 Skracaln ↪a algebr ↪e entropiczn ↪a (A, Ω) zanurzamy w
entropiczn ↪a poliquasigrup ↪e (B, Ω).

2 Jeśli w (B, Ω) istnieje element idempotentny e, to przy użyciu
e oraz operacji z Ω możemy na B zbudować struktur ↪e modu lu.

3 Jeśli w Ω nie ma sta lych, to (B, Ω) jest podreduktem
pó lmodu lu (N, +, 0,S).

4 Dzi ↪eki skracalności pó lmodu l (N, +, 0,S) jest podreduktem
modu lu nad przemiennym pieŕscieniem.
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Każda skracalna algebra entropiczna jest podreduktem modu lu nad
przemiennym pieŕscieniem.
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Micha l Stronkowski O Zanurzeniach Algebr Entropicznych



Wst↪ep
Wyniki

Rezultaty negatywne
Rezultaty pozytywne

Podredukty modu lów

Twierdzenie
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Micha l Stronkowski O Zanurzeniach Algebr Entropicznych



Wst↪ep
Wyniki

Rezultaty negatywne
Rezultaty pozytywne

Podredukty modu lów

Twierdzenie
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pó lmodu lu (N, +, 0,S).
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Koniec

Dzi ↪ekuj ↪e za uwag ↪e :-)
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