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WS Problemy i znane wyniki
Troche definicji

Problem

Czy kazda algebra modowa jest podreduktem pétmodutu nad
przemiennym pétpierscieniem?
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Wstep Problemy i znane wyniki
Troche definicji

Czy kazda algebra modowa jest podreduktem pétmodutu nad
przemiennym pétpierscieniem?

Problem 1l

Ktére algebry entropiczne sa podreduktami (pét)modutéw nad
przemiennymi (pét)pierscieniami?
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WS Problemy i znane wyniki
Troche definicji

Co wiedzielismy

Twierdzenie (Jezek '79)
Kazda algebra bez statych jest podreduktem pétmodutu.
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Wstep Problemy i znane wyniki
Troche definicji

Co wiedzielismy

Twierdzenie (Jezek '79)
Kazda algebra bez statych jest podreduktem pétmodutu.

Twierdzenie (JeZek i Kepka '81)
Niech (A, -) bedzie grupoidem entropicznym takim, ze A- A = A.
Wtedy istnieja przemienny monoid (M, +,0) i dwa jego
automorfizmy f, g takie, ze

Q@ GCWM,

Q fog=gof,

© dla dowolnych a,b € A mamy a- b= f(a) + g(b).

N
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Wstep Problemy i znane wyniki
Troche definicji

Co wiedzielismy

Twierdzenie (Jezek '79)
Kazda algebra bez statych jest podreduktem pétmodutu.

Twierdzenie (JeZek i Kepka '81)

Niech (A, -) bedzie grupoidem entropicznym takim, ze A- A = A.
Wtedy istnieja przemienny monoid (M, +,0) i dwa jego
automorfizmy f, g takie, ze

Q@ GCM,

Q@ fog=gof,

© dla dowolnych a,b € A mamy a- b= f(a) + g(b).

Twierdzenie (Romanowska i Smith '01)

Kazda skracalna algebra modowa jest podreduktem modutu nad
przemiennym pierscieniem.

v
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WS Problemy i znane wyniki
Troche definicji

Algebry entropiczne

Algebra (A, Q) jest entropiczna, jesli spetnia wszystkie réwnosci
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WS Problemy i znane wyniki
Troche definicji

Algebry entropiczne

Algebra (A, Q) jest entropiczna, jesli spetnia wszystkie réwnosci

p(r(xi, . X8, v,

~v(p(xd, . X)Xk, x™)

dla p,v € Q.
1% H
/’\ /\
M /J /,L ~ 1% 1%
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WS Problemy i znane wyniki
Troche definicji

Przyktady algebr entropicznych

@ Grupy abelowe
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@ Moduty nad przemiennymi pierScieniami
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WS Problemy i znane wyniki
Troche definicji

Przyktady algebr entropicznych

@ Grupy abelowe
@ Moduty nad przemiennymi pierScieniami
© Potkraty
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WS Problemy i znane wyniki
Troche definicji

Przyktady algebr entropicznych

@ Grupy abelowe

@ Moduty nad przemiennymi pierScieniami

© Potkraty

© Pdétmoduty nad przemiennymi pétpierscieniami
© Algebry barycentryczne

@ Przestrzenie afiniczne
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WS Problemy i znane wyniki
Troche definicji

Przyktady algebr entropicznych

@ Grupy abelowe

@ Moduty nad przemiennymi pierScieniami

© Potkraty

© Pdétmoduty nad przemiennymi pétpierscieniami
© Algebry barycentryczne

@ Przestrzenie afiniczne

Pétkraty, algebry barycentryczne i przestrzenie afiniczne spetniaja
réwnosci
w(x,...,x) =x,

czyli sa algebrami modowymi.
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WS Problemy i znane wyniki
Troche definicji

Réwnosci Szendrei

Wszystkie wymienione algebry spetniaja réwnosci Szendrei

ww(xi, ..., xh), e, xM)

~ w(w(ﬁ(xll), .. ,TI'(X,%)), coow(m(x), . m(x))),

gdzie 7 jest transpozycja pewnej ustalonej pary zmiennych xj’ i x{
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WS Problemy i znane wyniki
Troche definicji

Réwnosci Szendrei

Wszystkie wymienione algebry spetniaja réwnosci Szendrei

ww(xi, ..., xh), e, xM)

~ w(w(ﬁ(xll), .. ,TI'(X,%)), coow(m(x), . m(x))),

gdzie 7 jest transpozycja pewnej ustalonej pary zmiennych xj’ i x/.

Przyktad: 7: X31 — X13

/u’}\ /Cr\
1 .1 1.2 2 .2 3 .3 o 1 1 2 .2 2.1 .3 .3
X1 X5 X3 Xy X5 X3 X5 X3 X1 X5 X1 Xp X3 X3 X5 X3

v
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WS Problemy i znane wyniki
Troche definicji

Podredukty pétmodutéw

@ Potpierscien to pierscien bez odejmowania
Przyktad: Zbiér End(M, +,0) endomorfizmédw monoidu przemiennego
(M, +,0).
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WS Problemy i znane wyniki
Troche definicji

Podredukty pétmodutéw

@ Potpierscien to pierscien bez odejmowania
Przyktad: Zbiér End(M, +,0) endomorfizmédw monoidu przemiennego
(M, +,0).

@ Pdétmodut to modut bez odejmowania
Przyktad: (M, +,0,S), gdzie (M, +,0) jest przemiennym monoidem, a
S jest podpdtpierscieniem End(M,+,0).
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WS Problemy i znane wyniki
Troche definicji

Podredukty pétmodutéw

@ Potpierscien to pierscien bez odejmowania
Przyktad: Zbiér End(M, +,0) endomorfizmédw monoidu przemiennego
(M, +,0).

@ Pdétmodut to modut bez odejmowania
Przyktad: (M, +,0,S), gdzie (M, +,0) jest przemiennym monoidem, a
S jest podpdtpierscieniem End(M,+,0).

@ Redukt pétmodutu (M, +,0,S) to algebra (M, Q), gdzie
W(X1, .oy Xn) =SEX1 4+ 52X

daweQis’es.
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WS Problemy i znane wyniki
Troche definicji

Podredukty pétmodutéw

@ Potpierscien to pierscien bez odejmowania
Przyktad: Zbiér End(M, +,0) endomorfizmédw monoidu przemiennego
(M, +,0).

@ Pdétmodut to modut bez odejmowania
Przyktad: (M, +,0,S), gdzie (M, +,0) jest przemiennym monoidem, a
S jest podpdtpierscieniem End(M,+,0).

@ Redukt pétmodutu (M, +,0,S) to algebra (M, Q), gdzie
W(X1, .oy Xn) =SEX1 4+ 52X

daweQis’es.

@ Podredukt to podalgebra reduktu
Przyktady: Wszystkie wymienione algebry entropiczne sa podreduktami
pétmodutéw nad przemiennymi pétmodutami.
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Nie-Szendreiowskie algebry modowe

Twierdzenie

Istnieja algebry modowe nie spetniajace réwnosci Szendrei.
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Nie-Szendreiowskie algebry modowe

Twierdzenie
Istnieja algebry modowe nie spetniajace réwnosci Szendrei.

Dowdéd pierwszy.

©Q Jesli algebry modowe spetniaja réwnos¢ t =~ s, to istnieje
dowdd tej réwnosci o pewnej szczegdlnej postaci.
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Nie-Szendreiowskie algebry modowe

Twierdzenie
Istnieja algebry modowe nie spetniajace réwnosci Szendrei.

Dowdéd pierwszy.

©Q Jesli algebry modowe spetniaja réwnos¢ t =~ s, to istnieje
dowdd tej réwnosci o pewnej szczegdlnej postaci.

@ Nie istnieje taki dowdd réwnosci Szendrei dla opreacji w
o arnosci wiekszej niz dwa.
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Nie-Szendreiowskie algebry modowe

Twierdzenie
Istnieja algebry modowe nie spetniajace réwnosci Szendrei.

©Q Jesli algebry modowe spetniaja réwnos¢ t =~ s, to istnieje
dowdd tej réwnosci o pewnej szczegdlnej postaci.

@ Nie istnieje taki dowdd réwnosci Szendrei dla opreacji w
o arnosci wiekszej niz dwa.

Dowdd drugi (D. Stanovsky).

Konstrukcja skonczonego kontrprzyktadu. [
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Nie-Szendreiowskie algebry modowe Il

Podredukty pétmodutéw nad przemiennymi pétpierscieniami
spetniaja réwnosci Szendrei.
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Nie-Szendreiowskie algebry modowe Il

Podredukty pétmodutéw nad przemiennymi pétpierscieniami
spetniaja réwnosci Szendrei.

Whiosek

Nie kazda algebra modowa jest podreduktem pétmodutu nad
przemiennym potpierscieniem.

| A\

\
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Podredukty pétmodutéw

Twierdzenie

Niech (A, Q) bedzie algebra entropiczna bez statych taka, ze
@ réwnosci Szendrei sa w niej spetnione,
@ kazda operacja nieunarna w: A" — A jest suriektywna.

Witedy (A, Q) jest podreduktem pétmodutu nad przemiennym
potpierscieniem.
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Podredukty pétmodutéw

Twierdzenie

Niech (A, Q) bedzie algebra entropiczna bez statych taka, ze
@ réwnosci Szendrei sa w niej spetnione,
@ kazda operacja nieunarna w: A" — A jest suriektywna.

Witedy (A, Q) jest podreduktem pétmodutu nad przemiennym
potpierscieniem.

Algebra modowa jest podreduktem pétmodutu nad przemiennym
potpierscieniem wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia réwnosci Szendrei.
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Podredukty pétmodutéw I

@ Niech S = N[Xj,..., X,]. Pétmodutowi (A,+,0,S)
przyporzadkujemy algebre entropiczna K(A, +,0,5) = (A, w),
gdzie

w(al,...,an) = Xya1 + - - + Xpan.

Ol

v
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Podredukty pétmodutéw I

@ Niech S = N[Xj,..., X,]. Pétmodutowi (A,+,0,S)
przyporzadkujemy algebre entropiczna K(A, +,0,5) = (A, w),
gdzie

w(al,...,an) = Xya1 + - - + Xpan.

@ Algebrze entropicznej (A,w) przyporzadkujemy pétmodut
G(A,W) = (FS(A)’ =+, O’ 5)/61 gdZie

Ol

v
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Podredukty pétmodutéw I

@ Niech S = N[Xj,..., X,]. Pétmodutowi (A,+,0,S)
przyporzadkujemy algebre entropiczna K(A, +,0,5) = (A, w),
gdzie

w(al,...,an) = Xya1 + - - + Xpan.
@ Algebrze entropicznej (A,w) przyporzadkujemy pétmodut
G(A,W) = (FS(A)’ 0 0 5)/61 gdZie
® (Fs(A),+,0,S) jest wolnym S-pétmodutem generowanym
przez zbiér A,

Ol

v
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Podredukty pétmodutéw I

@ Niech S = N[Xj,..., X,]. Pétmodutowi (A,+,0,S)
przyporzadkujemy algebre entropiczna K(A, +,0,5) = (A, w),
gdzie

w(al,...,an) = Xya1 + - - + Xpan.

@ Algebrze entropicznej (A,w) przyporzadkujemy pétmodut
G(A,W) = (FS(A)’ =+, O’ 5)/61 gdZie
® (Fs(A),+,0,S) jest wolnym S-pétmodutem generowanym
przez zbiér A,
@ O jest kongruencja generowana przez pary
(w(ar,-..,an), X131 + -+ + Xpan).
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Podredukty pétmodutéw I

@ Niech S = N[Xj,..., X,]. Pétmodutowi (A,+,0,S)
przyporzadkujemy algebre entropiczna K(A, +,0,5) = (A, w),
gdzie

w(al,...,an) = Xya1 + - - + Xpan.

@ Algebrze entropicznej (A,w) przyporzadkujemy pétmodut
G(A,W) = (FS(A)’ =+, O’ 5)/61 gdZie
® (Fs(A),+,0,S) jest wolnym S-pétmodutem generowanym
przez zbiér A,
@ O jest kongruencja generowana przez pary
(w(ar,-..,an), X131 + -+ + Xpan).

© G jest funktorem lewosprzezonym do K.

Ol
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Podredukty pétmodutéw I

@ Niech S = N[Xj,..., X,]. Pétmodutowi (A,+,0,S)
przyporzadkujemy algebre entropiczna K(A, +,0,5) = (A, w),
gdzie

w(al,...,an) = Xya1 + - - + Xpan.
@ Algebrze entropicznej (A,w) przyporzadkujemy pétmodut
G(A,W) = (FS(A)’ =+, O’ 5)/61 gdZie

® (Fs(A),+,0,S) jest wolnym S-pétmodutem generowanym
przez zbiér A,

@ O jest kongruencja generowana przez pary
(w(ar,-..,an), X131 + -+ + Xpan).

© G jest funktorem lewosprzezonym do K.
© O oddziela elementy z A.

Ol
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Algebry skracalne

Prawo skracalnosci

WX1y oy Voo Xn) R W(X1y ooy Zy ey Xn) — Y R Z
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Algebry skracalne

Prawo skracalnosci

WX1y oy Voo Xn) R W(X1y ooy Zy ey Xn) — Y R Z

Algebry skracalne:
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Algebry skracalne

Prawo skracalnosci

WX1y oy Voo Xn) R W(X1y ooy Zy ey Xn) — Y R Z

Algebry skracalne:
O (Quasi)Grupy,

Michat Stronkowski O Zanurzeniach Algebr Entropicznych



Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Algebry skracalne

Prawo skracalnosci

WX1y oy Voo Xn) R W(X1y ooy Zy ey Xn) — Y R Z

Algebry skracalne:
O (Quasi)Grupy,
@ (R*,-), gdzie R jest dziedzina catkowitosci,
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Algebry skracalne

Prawo skracalnosci

WX1y oy Voo Xn) R W(X1y ooy Zy ey Xn) — Y R Z

Algebry skracalne:
O (Quasi)Grupy,
@ (R*,-), gdzie R jest dziedzina catkowitosci,

© Niech M bedzie R-modutem oraz
My € R—=Umep Ann(m). Jedli

w(my,...,mp) =rmy+ ...+ romp,

to algebra (M, w) jest skracalna.
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Poliquasigrupy

W algebrze (A, Q) mamy dzielenie, jedli dla dowolnej n-arne;
operacji w € Q oraz 0 < i < n zachodzi

VX1 e ooy Xie1y Yy Xidk1y -+« Xn 3X

WXLy Xim1, X, Xik 1, -5 Xn) = Y-
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Poliquasigrupy

W algebrze (A, Q) mamy dzielenie, jedli dla dowolnej n-arne;
operacji w € Q oraz 0 < i < n zachodzi

VX1 e ooy Xie1y Yy Xidk1y -+« Xn 3X

WXLy Xim1, X, Xik 1, -5 Xn) = Y-

Poliquasigrupa to skracalna algebra z dzieleniem.
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Poliquasigrupy

W algebrze (A, Q) mamy dzielenie, jedli dla dowolnej n-arne;
operacji w € Q oraz 0 < i < n zachodzi

VX1 e ooy Xie1y Yy Xidk1y -+« Xn 3X

WXLy Xim1, X, Xik 1, -5 Xn) = Y-

Poliquasigrupa to skracalna algebra z dzieleniem.

Twierdzenie

Kazda skracalna algebra entropiczna zanurza sie w entropiczna
poliquasigrupe.
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Podredukty modutéw

Twierdzenie

Kazda skracalna algebra entropiczna jest podreduktem modutu nad
przemiennym pierscieniem.
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Podredukty modutéw

Twierdzenie

Kazda skracalna algebra entropiczna jest podreduktem modutu nad
przemiennym pierscieniem.

@ Skracalna algebre entropiczna (A, Q) zanurzamy w
entropiczna poliquasigrupe (B, Q).

D V.
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Podredukty modutéw

Twierdzenie

Kazda skracalna algebra entropiczna jest podreduktem modutu nad
przemiennym pierscieniem.

@ Skracalna algebre entropiczna (A, Q) zanurzamy w
entropiczna poliquasigrupe (B, Q).

Q Je&dli w (B, Q) istnieje element idempotentny e, to przy uzyciu
e oraz operacji z 2 mozemy na B zbudowac¢ strukture modutu.

D V.
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Podredukty modutéw

Kazda skracalna algebra entropiczna jest podreduktem modutu nad
przemiennym pierscieniem.

@ Skracalna algebre entropiczna (A, Q) zanurzamy w
entropiczna poliquasigrupe (B, Q).

@ Jedli w (B, Q) istnieje element idempotentny e, to przy uzyciu
e oraz operacji z 2 mozemy na B zbudowac¢ strukture modutu.

@ Jedli w Q nie ma statych, to (B, Q) jest podreduktem
pétmodutu (N, +,0, S).

l:‘ v
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Podredukty modutéw

Kazda skracalna algebra entropiczna jest podreduktem modutu nad
przemiennym pierscieniem.

@ Skracalna algebre entropiczna (A, Q) zanurzamy w
entropiczna poliquasigrupe (B, Q).

@ Jedli w (B, Q) istnieje element idempotentny e, to przy uzyciu
e oraz operacji z 2 mozemy na B zbudowac¢ strukture modutu.

@ Jedli w Q nie ma statych, to (B, Q) jest podreduktem
pétmodutu (N, +,0, S).

l:‘ v
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Rezultaty negatywne
Wyniki Rezultaty pozytywne

Podredukty modutéw

Kazda skracalna algebra entropiczna jest podreduktem modutu nad
przemiennym pierscieniem.

@ Skracalna algebre entropiczna (A, Q) zanurzamy w
entropiczna poliquasigrupe (B, Q).

@ Jedli w (B, Q) istnieje element idempotentny e, to przy uzyciu
e oraz operacji z 2 mozemy na B zbudowac¢ strukture modutu.

@ Jedli w Q nie ma statych, to (B, Q) jest podreduktem
pétmodutu (N, +,0, S).

Q Dzieki skracalnosci pétmodut (N, +,0, S) jest podreduktem
modutu nad przemiennym pierécieniem.
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Dziekuje za uwage :-)
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